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Abstract
A dolgozat célja egy olyan újszeru˝ homográfia becslo˝ eljárás bevezetése, mely input adatként a pont koordinátákon
felül nem a teljes affin transzformációt, hanem annak csak néhány komponensét várja. A bemutatott módszer a
HAF algoritmus kiterjesztése. (A HAF a ”Homográfia becslése Affin transzformáció Fundamentális mátrix fel-
használásával” rövidítése.) Ezen keresztül azt is bemutatjuk, hogy kizárólag pont-koordinátákat használó mód-
szerek hiányosak, hiszen a legtöbb jellemzo˝-pont detektor a pontok elhelyezkedésén kívül bizonyos affin kompo-
nenseket is szolgáltat, mint például elforgatást vagy tengelyek menti skálát. A bemutatott módszert P-HAF-nak
nevezzük a késo˝bbiekben. A módszer szintetikus és valós teszteken is validáltuk.
1. BEVEZETÉS
A homográfia-becslés a számítógépes látás több területén is
alapveto˝ fontosságú eljárás, mint például a robot látás 1, 2,
kamera-kalibráció 3, 4, 5, háromdimenziós rekonstrukció 6, 7
vagy akár a kiterjesztett valóság 8. Természetesen a területen
több különbözo˝, más és más bemenetet használó mód-
szer is elérheto˝: akadnak pont- 9, egyenes- 9, vagy régió-
megfeleltetéseket 10 használóak, de éppúgy kontúr-alapú 11
módszerek is. Ezek az általánosan használt eljárások adat-
normalizációt 9 és numerikus optimalizálást is igényelnek.
Annak ellenére, hogy a pont-megfeltetéseket használó
homográfia-becslés általánosan már megoldott problémá-
nak tekintett, elo˝zo˝ munkánkban 12 bemutattuk, hogy ezek
a módszerek hiányosak. A jellemzo˝-pont detektorok ál-
tal szolgáltatott információból csak és kizárólag a pontok
elhelyezkedését figyelembe venni azt eredményezi, hogy
elveszítünk lényeges információkat, melyek pontosíthatnák
a becslési eljárást. Elo˝zo˝ cikkünkben bemutattuk, hogyan
lehet a teljes pontbéli affin transzformáció ismeretében a
vonatkozó homográfiát megbecsülni. Ez elméleti szempont-
ból lényeges, azonban a gyakorlatban nehezen alkalmazható,
hiszen a teljes affin transzformáció becslése nehéz feladat.
Ezen értekezés elso˝dleges célja egy olyan általános
elméleti háttér megalkotása, amely leheto˝séget biztosít a
különbözo˝ affin komponensek ismeretében a becslést javí-
tani, az elméletet egy a gyakorlatban könnyen alkalmazható
formába önteni.
A munka eredménye két részbo˝l áll: (1) Sikerült kiter-
jesztenünk a HAF algoritmust 12 részlegesen ismert affin
transzformációkra és (2) beláttuk, hogy ezen az újszeru˝
leírás segítségével a homográfia már két pontmegfeleltetés
segítségével megbecsülheto˝. Tudomásunk szerint ehhez ed-
dig legkevesebb három pontmegfeleltetés kellett.
A cikk felépítése a következo˝: elo˝ször az elméleti hát-
teret ismertetjük, majd annak általánosítását különbözo˝ af-
fin komponensekre. Ez után megmutatjuk, hogyan alka-
lmazható az elmélet SIFT pontokra. Legvégül, szintetikus
és valós tesztekkel mutatjuk be a módszer hatékonyságát.
1.1. ELMÉLETI HÁTTÉR
Homográfia. A dolgozatban a homográfia általánosan elfo-
gadott definícióját használjuk, miszerint a H homográfia egy
P2 → P2 leképezés, amely minden egyes x1i = [u1i v1i ]T
ponthoz a megfelelo˝ x2i = [u
2
i v
2
i ]
T as [u2i v
2
i 1]
T ∼
H[u1i v
1
i 1]
T pontot rendeli. Itt a felso˝ és alsó indexek az
adott képet és az aktuális pontot jelölik.
Homográfia kifejezése a fundamentális mátrix segít-
ségével. Az
[
e2
]
×
H = F formula 9 segítségével a prob-
lléma szabadságfoka háromra csökkentheto˝, ahogy az rés-
zleteiben látható korábbi cikkünkben 12. Ekkor a homográfia
kifejezheto˝ az utolsó sorának elemeivel (h31,h32 és h33) az
alábbi módon:
h1 j = exh3 j + f2 j h2 j = eyh3 j + f1 j j ∈ {1,2} (1)
Ha az 1. egyenletet behelyettesítjük a hagyományos DLT
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eljárásba (p2 ∼H p1), akkor a teljes homográfia a következo˝
egyenletekkel számolható:
(u1ex−u1u2)h31 +(v1ex− v1u2)h32 +
(ex−u2)h33 =−u1 f21− v1 f22− f23. (2)
(u1ey−u1v2)h31 +(v1ey− v1v2)h32 +
(ey− v2)h33 = u1 f11 + v1 f12 + f13.
Meg kell jegyezni, hogy ekkor egy pontpár csak egyetlen
egyenletet jelent, hiszen a fundamentális mátrix a pont-
megfeleltetési probléma szabadságfokát is lecsökkenti a
kapcsolódó epipoláris egyenesen való keresésre. Ez a fenti
módszer a késo˝bbiekben 3PT néven fog szerepelni, hiszen
már 3 pontmegfeleltetés (és a fundamentális mátrix) segít-
ségével számolható.
Affin transzformáció. Molnár és tsai. 13 megmutatták,
hogyan számolható ki az A affin transzformáció a H
homográfia paramétereibo˝l. Az affin transzformáció négy
paramétere az elforgatásért, a vízszintes és függo˝leges
skáláért és a nyírásért felelo˝s. Az A utolsó oszlopa pedig
a eltolást írja le. Ekkor a megfeleltetés a pont-koordináták
között az elso˝ (u1 and v1), illetve a második (u2 and v2)
képen a következo˝képp adódik:
u2 =
hT1
[
u1,v1,1
]T
hT3
[
u1,v1,1
]T v2 = hT2
[
u1,v1,1
]T
hT3
[
u1,v1,1
]T
ahol a 3× 3-as H homográfia mátrix az alábbi formában
is leírható: H =
[
hT1 h
T
2 h
T
3
]T
. Az affin paraméterek
ekkor a perspektív transzformáció pontbeli parciális de-
riváltjaiként adódnak:
a1 j =
h1 j−h3 ju2
s
a2 j =
h2 j−h3 jv2
s
j ∈ {1,2}, (3)
ahol s = hT3 [u
1,v1,1]T . Részletes levezetés korábbi
cikkünkben olvasható 12.
2. HOMOGRÁFIA BECSLÉSE AFFIN
TRANSZFORMÁCIÓBÓL
Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy hogyan válik egysz-
eru˝bbé a homográfia mátrix becslése az epipoláris geometria
és a pontbéli affin transzformációk ismeretében.
2.1. HOMOGRÁFIA AFFIN
TRANSZFORMÁCIÓBÓL
Ahogy azt a HAF eljárás 12 esetén megmutattuk, a homográ-
fia kiszámolható egy inhomogén, lineáris egyenletrendszer
megoldásával, amennyiben az epipoláris geometria ismert
a sztereo képpár között. A C együttható mátrix felírható az
alábbi módon:
C =

ai,11u
1
i +u
2
i − ex ai,11v1i ai,11
ai,12v
1
i +u
2
i − ex ai,12u1i ai,12
ai,21u
1
i + v
2
i − ey ai,21v1i ai,21
ai,22v
1
i + v
2
i − ey ai,22u1i ai,22
 (4)
Ekkor ez az egyenletrendszer Cy = d formára hozható, ahol
a d = [ f21, f22,− f11,− f12] vektor az inhomogén részt, míg a
y= [h31,h32,h33]
T vektor pedig az ismeretlen paramétereket
foglalják magukba. A legkisebb négyzetes értelemben opti-
mális megoldás megadható az y = C†d egyenlettel, ahol a
C† a C mátrix Moore-Penrose pszeudo-inverze.
2.2. AZ AFFIN TRANSZFORMÁCIÓS MODEL
Jelöljük a i. indexu˝ (i ∈ [1,n]) pontpárt az eltolásért felelo˝s
utolsó oszlop nélkül a következo˝képpen:
Ai =
[
ai,11 ai,12
ai,21 ai,22
]
=
[
cos(αi) −sin(αi)
sin(αi) cos(αi)
]
[
si,x wi
0 si,y
]
=
[
si,x cos(αi) wi cos(αi)− si,y sin(αi)
si,x sin(αi) wi sin(αi)+ si,y cos(αi)
]
(5)
A αi, si,x, si,y és a wi változók az elforgatási szöget, az x, y
tengelyekre vonatkozó skálát és a nyírási paramétert jelentik.
2.3. HOMOGRÁFIA RÉSZLEGESEN ISMERT
AFFIN TRANSZFORMÁCIÓBÓL
Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy nincs szükség
a teljes affin transzformációra a kapcsolódó homográfia
kiszámításához. Ez gyakorlati szempontból hasznos, hiszen
a legtöbb jellemzo˝-pont detektor az affin transzformáció
csak egy bizonyos részeit szolgáltatja. A SIFT detektor
például egy elforgatást és egy skálát eredményez, míg a
nyírás ismeretlen marad.
Helyettesítsük be az elo˝zo˝ fejezetben ismertetett transz-
formációs modelt (5. egyenlet) a 4. egyenletekbe:
h31
(
si,x cos(αi)u1i +u
2
i − ex
)
+
h32si,x cos(αi)v
1
i +h33si,x cos(αi) = f21 (6)
h32
(
(wi cos(αi)− si,y sin(αi))v1i +u2i − ex
)
+
h31(wi cos(αi)− si,y sin(αi))u1i +
h33(wi cos(αi)− si,y sin(αi)) = f22 (7)
h31
(
si,x sin(αi)u1i + v
2
i − ey
)
+
h32si,x sin(αi)v
1
i +h33si,x sin(αi) =− f11 (8)
h32
(
(wi sin(αi)+ si,y cos(αi))v1i + v
2
i − ey
)
+
h31(wi sin(αi)+ si,y cos(αi))u
1
i +
h33(wi sin(αi)+ si,y cos(αi)) =− f12 (9)
Ekkor n pontra megadható egy túlhatározott, inhomogén,
lineáris egyenletrendszer, mely legkisebb négyzetes értelem-
ben véve optimálisan megoldható.
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2.4. NORMALIZÁCIÓ
Ahogy az jól ismert, a felhasznált adatok normalizációja a
homográfia-becslés lényeges része 9, amit a numerikus pon-
tatlanságból következo˝ hibák kiküszöbölésért alkalmazunk.
Jelöljük az elso˝ és a második képekre vonatkozó normal-
izációs transzformációkat rendre T1-vel és T2-vel, ahol a
normalizált homográfia az alábbi módon számolható: H′ =
T2HT
−1
1 . A T1, T2. A transzformációs mátrixok speciális af-
fin transzformációk: kizárólag eltolást és skálát tartalmaz-
nak. Jelöljük ezentúl a horizontális és a vertikális skálákat
lkx -vel és lky -vel (k ∈ {1,2}).
A pontkoordináták és a fundamentális mátrix normal-
izációja. Az elso˝ és második képen a normalizált pontok ko-
ordinátái a következo˝ formulával számolhatóak: p1
′
i = T1 p
1
i
és p2
′
i = T2 p
2
i . A fundamentális mátrixra vonatkozó normal-
izációs formula az alábbi formában adható meg:
F ′ = T−T2 FT
−1
1 . (10)
Az affin transzformáció normalizációja. Ahogy az
elo˝zo˝ cikkünkben 12 beláttuk, a normalizációs transzformá-
ció módosítja az megoldás eredeti egyenleteit (3.) Például,(
h31u
1
i +h32v
1
i +h33
)
a′i,11 =
l2x
l1x
h11− l
2
x
l1x
u2i h31, (11)
ahol a lkx = Tk,11, l
k
y = Tk,22(k ∈ {1,2}) paraméterek a
horizontális és vertikálás skálát jelölik. Az egyenlet bal
oldala a projektív mélység és az aktuális affin paraméter
szorzataként adódik a normalizált térben. Elemi átalakítások
után belátható, hogy az affin paraméterek a következo˝képp
számolhatóak: a′i,11 =
(
l2x /l
1
x
)
ai,11, a′i,12 =
(
l2x /l
1
y
)
ai,12,
a′i,21 =
(
l2y /l
1
x
)
ai,21, a′i,22 =
(
l2y /l
1
y
)
ai,22. Az normalizált
affin paraméterek a következo˝képp módosítják a 6– 9
egyenleteket
h31
(
si,x
(
l2x /l
1
x
)
cos(αi)u1i +u
2
i − ex
)
+(
l2x /l
1
x
)(
h32si,x cos(αi)v
1
i +h33si,x cos(αi)
)
= f21(12)
h32
(
(wi cos(αi)− si,y sin(αi))
(
l2x /ly
)
v1i +u
2
i − ex
)
+(
l2x /l
1
y
)
h31(wi cos(αi)− si,y sin(αi))u1i +(
l2x /l
1
y
)
h33(wi cos(αi)− si,y sin(αi)) = f22(13)(
l2y /l
1
x
)
h31
(
si,x sin(αi)u1i + v
2
i − ey
)
+(
l2y /l
1
x
)(
h32si,x sin(αi)v
1
i +h33si,x sin(αi)
)
=− f11(14)(
l2y /l
1
y
)
h32
(
(wi sin(αi)+ si,y cos(αi))v1i + v
2
i − ey
)
+(
l2y /l
1
y
)
h31(wi sin(αi)+ si,y cos(αi))u
1
i +(
l2y /l
1
y
)
h33(wi sin(αi)+ si,y cos(αi)) =− f12(15)
Amennyiben ehhez a rendszerhez hozzávesszük a 3PT mód-
szernél ismertetetteket ( 2.) egy inhomogén, lineáris egyen-
letrendszert kapunk. Megjegyezzük, hogy itt a normal-
izált koordinátákat és fundamentális mátrixot kell behe-
lyettesíteni.
Ez a normalizációs formula letisztultabb a 12-ban bemuta-
tottnál.
2.5. HOMOGRÁFIA BECSLÉSE SIFT
JELLEGZETES-PONTOKBÓL
A fentiekben ismertetett becslési eljárás alkalmazható
különbözo˝ jellegzetes pont-leírókra. Mi a következo˝ekben
a széles körben használt SIFT 14 leírokat használtuk valós
tesztekre. Ez a leíró egy skálát és egy elforgatási szöget ad
a megfigyelt pontokra vonatkozóan. Mi a skálát horizontális
irányúnak tekintettük, ezért a 6– 9 rendszerbo˝l csak azokat
az egyenleteket kell megtartani, melyek tartalmazzák az sx
és az α paramétert ( 6, 8 egyenletek). Ekkor pontpáronként
három egyenlet adott. Annak ellenére, hogy ez elegendo˝nek
látszik már egyetlen pont esetén is, azonban a homográfia
három paraméterének kiszámolására az affin paraméterek
lineárisan összefüggo˝ek. Ellenben két pont esetén kiszámol-
ható a homográfia.
2.6. SZÁMÍTÁSIGÉNY
Az ismertetett módszer számításigénye egyenlo˝ az in-
homogén, lineáris egyenletrendszer megoldásával Moore-
Penrose pszeudo-inverz felhasználásával. Ez szekvenciális
feldolgozás esetén O(m3) + O(r3) komplexitást jelent,
ahol m a sorok száma az A együttható-mátrixban, míg
r az A rangja. Megjegyezzük, hogy ez párhuzamos fel-
dolgozás esetén O(m) +O(r3)-ra csökkentheto˝ 15. Ennek
következtében a módszer néhány milliszekundum alatt le-
futtatható.
3. KÍSÉRLETI EREDMÉNYEK
Ezen fejezet elso˝dleges célja megmutatni, hogy az is-
mertetett elmélet mu˝ködik szintetikus és valós adatokon
is. A bemutatott és a rivális módszerek is a Levenberg-
Marquardt 16 numerikus optimalizálással fejezo˝dnek be,
mely a nemlineáris egyenletrendszereket optimalizálja.
Rivális módszereknek a normalizált DLT és 3PT algoritmu-
sokat választottuk.
3.1. SZINTETIKUS TESZTEK
A szintetikus színterek olyan módon készültek, hogy gen-
eráltunk két, P1, P2 perspektív vetítési mátrixot. Ezen
két kamera pozícióját egy Sc(u,v) = [u v 60]T , u,v ∈
[−20,20] síkon véletlenszeru˝en választottuk ki †. Mindkét
† Egyenletes eloszlást használtunk.
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kamera az origó fele néz és a felfele nézo˝ irányuk véletlensz-
eru˝en lett beállítva. Ekkor a fundamentális mátrix kiszámol-
ható két kameramátrixból 9. Mindezek után 50 véletlen pon-
tot generáltunk a Sp(u,v) = [u v 0]T parametrikus for-
mulával megadott síkon minden egyes tesztesetre. Ezeket a
teszteket 500-szor futtattuk le a különbözo˝ zajszinteken. A
zajt ‡ a pontok koordinátáihoz adtuk hozzá. Az affin tran-
szformációkat az összes zajos pontból számított homográ-
fiából számoltuk ki (3. egyenlet). Végezetül minden egy af-
fin transzformációs mátrixot a már ismertetett módon fel-
bontottunk komponenseire (lásd 5. egyenlet).
Figure 1: A különbözo˝ módszerek összehasonlítása szin-
tetikus adatokon. A vízszintes tengely a pontkoordinátákhoz
hozzáadott Gauss-zaj szórását (σ), míg a függo˝leges tengely
az átlagos visszavetítési hibát jeleníti meg.
Az 1. ábra a különbözo˝ módszerekre vonatkozó hibát je-
leníti meg növekvo˝ zajszint esetén. A legpontosabb mód-
szernek a HAF algoritmus bizonyult, ahogy az várható is
volt. A második legpontosabb pedig a P-HAF. Megjegyez-
zük, hogy a medián hibák is hasonló trendet mutatnak.
3.2. VALÓS TESZTEK
A javasolt módszer valós színtéren való tesztelésének
érdekében 50 különbözo˝ képpárt vettünk. Minden egyes
sztereo beállításon detektáltunk és megfeleltettünk SIFT 14
jellemzo˝pontokat. Ezután a fundamentális mátrixot a
RANSAC 8-pontos algoritmussal 9 határoztunk meg,
ahol a RANSAC küszöbértéke 1.0 volt. A különbözo˝
pontmegfeleltetéseket klasztereztünk fo˝síkok szerint a T-
Linkage 17 eljárás segítségével. A javasolt és a rivális
módszereket ezeken a különbözo˝ síkrégiókon futtattuk, és
a vonatkozó visszavetítési hibák is ezek alapján lettek
meghatározva. A homográfiákat a pontok 50%-ának fel-
használásával becsültük meg, míg a módszerekre vonatkozó
hibaérték kiszámításához a teljes ponthalmazt figyelembe
vettük. A végso˝ hibaérték az egyes módszerekhez tartozó
‡ Itt zaj alatt nulla várható értéku˝ Gauss-zajt értünk.
Módszer DLT 3PT P-HAF n. P-HAF
hiba 100% 67% 64% 63%
Table 1: A különbözo˝ módszerekre vonatkozó átlagos vissza-
vetítési hiba aránya az 50 különbözo˝ teszteseten. Az arány a
numerikusan optimalizált, normalizált DLT módszerhez vis-
zonyított hiba.
Teszteset DLT 3PT P-HAF n. P-HAF
M. House (zöld) 0.498 0.474 0.474 0.473
M. House (lila) 1.036 1.022 1.021 1.020
Building 1. (fekete) 0.542 0.487 0.486 0.486
Building 1. (rózsaszín) 2.344 0.904 0.903 0.903
Building 2. (szürke) 0.487 0.486 0.484 0.484
Building 3. (szürke) 0.900 0.771 0.767 0.765
Building 3. (lila) 1.092 0.702 0.704 0.704
Table 2: Az egyes módszerek átlagos visszavetítési hibája
(pixelben) négy különbözo˝ tesztesetet vizsgálva: ’Model
House’, ’Building 1.’, ’Building 2.’ és ’Building 3.’
hiba százalékos aránya a numerikusan optimalizált, normal-
izált DLT-hez viszonyítva 9. Megjegyezzük, hogy a HAF al-
goritmust itt nem tudtuk alkalmazni, hiszen nem ismertek a
teljes affin transzformációk.
A 2. ábra négy különbözo˝ tesztesetet mutat be. Ezeken
különbözo˝ színnel jelöljük a különbözo˝ síkrégiókhoz tartozó
pontpárokat. Az ezekhez a tesztekhez tartozó hibát a 3.2.
táblázat mutatja be. Látható, hogy a javasolt módszer adja a
legpontosabb becslést egy esetet kivéve. Az is látható, hogy
a különbség kicsi a 3PT és a P-HAF módszer között. Tapasz-
talataink alapján a DLT metódus nagyméretu˝, sok pont-
megfeleltetést tartalmazó régiókra sokszor pontosabb bec-
slést szolgáltat. A jelento˝s különbség, ami a 3.2. táblázat-
ban is megjelenik, a kis méretu˝ régiókból ered, ahol a DLT
viselkedése instabillá válik.
4. KONKLÚZIÓ
A tanulmányban javasolt, homográfiát becslo˝ módszer, kiter-
jeszti a hagyományos pont-alapú eljárásokat, felhasználva a
különbözo˝ jellemzo˝-pont detektorok által szolgáltatott egyéb
információkat. Ennek érdekében az eredeti HAF algoritmust
általánosítottuk különbözo˝ affin paraméterekre, mint például
az elforgatás vagy a skála. Ez különbözo˝ típusú adatot szol-
gáltató jellemzo˝-pont detektorokra egyszeru˝en módosítható.
A bemutatott módszer két fo˝ újítást tartalmaz: (1) meg-
mutattuk, hogy kizárólag a pontkoordináták használata
információ-veszteséget okoz, (2) és a homográfia a java-
solt módszer esetében már két pontmegfeleltetésbo˝l is
kiszámolható.
Barath / H
Figure 2: A négy oszlop a négy különbözo˝ tesztesetet tartalmazza. Az egyes síkrégiókat különbözo˝ színekkel jelöljük.
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